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1 前言

在图论基础概念略解中我们没证明这个定理，因为怕太长打断了。不过现在我们可以证明了。

大部分中文笔记会略过这个定理的证明，或者虽然讲解了证明但在关键细节上存在疏漏，不过
这正好给了我水一篇文章的理由。

本文在讲解了 Kuratowski 定理证明后，同样会讲解引用中文博客[1]的核心上的准确性以及细节
上的关键漏洞，也就是它为什么被我认为是一篇具有误导性的教程。

2 Kuratowski 定理的表述

定义 1. K5 是 5 个顶点的完全图，K3,3 是左右部各 3 个顶点的完全二分图。
定义 2. 定义一个图的细分为在图的边上加入若干顶点形成的图。
定义 3. 定义一个图是平面图当且仅当它可以被边不交叉地画在平面上。
定理 1 (Kuratowski 定理). 一个图 G 是平面图，当且仅当它不存在一个子图是 K5 或 K3,3 的
细分。

3 证明思路概述

Kuratowski 定理的证明我们分为六个部分：

1. 证明必要性的成立，即 K5 和 K3,3 不是平面图；

2. 证明把我们的证明范围缩小到 3-连通图；

3. 证明为什么 3-连通性这么重要，因为 3-连通性删掉一个点可以保证图是 2-连通，而平面图
达到 2-连通，才可以保证它的每一个面的边缘都是一个干净的圈；

4. 证明 3-连通图可以通过“收缩”操作变小且保持 3-连通性；

5. 证明如果原图不存在 K5 或 K3,3 的细分子图那么“收缩”之后的新图也不存在 K5 或 K3,3

的细分子图；

6. 利用归纳法证明不存在一个子图是 K5 或 K3,3 的细分的 3-连通图是平面图。

在整个讲解过程中，我们仍然不会引入严格的拓扑定义，在此时可以将它们当作公理使用，当我
们开始强调直观的时候，就是它在发力。

我们会引用在图论基础概念略解已经讲述过如何证明的基础定理：平面图的欧拉定理、点连通度
的详细定义、点连通度为什么不大于图的最小度数、哈密顿图的详细定义、二分图的判定。

2 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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图 1: 左图是 K5，右图是 K3,3，这是它们的一种比较有对称性的画法，而且最重要的是，我要
突出它们都是哈密顿图，即存在一个经过所有点的回路

此外，本文的证明框架采用了 Carsten Thomassen 于 1980 年提出的经典技巧。请务必记住这个
名字，因为正是得益于他的贡献，我们才避开了极其繁琐的拓扑讨论。

4 必要性证明

必要性的证明主要是证明 K5 和 K3,3 不是平面图。

4.1 基于平面图的欧拉公式的证明

如果我们引用欧拉公式，有一个十分简单的代数证明，由于欧拉公式指出，对于一个点数为 n ，
边数为 e ，面数为 f 的连通平面图，必有 n− e+ f = 2 ，而在平面简单图中，每个面至少需要
三条边围成（2f ≤ 3e ），也就有 e ≤ 3n− 6 ；对于平面二分简单图，由于不存在奇环，每个面
至少要四条边围成（2f ≤ 4e ），也就有 e ≤ 2n− 4 。

然而，对于这两个简单图，K5 的边数为 10 ，点数为 5 ，刚好不满足 e ≤ 3n− 6 ；K3,3 的边数
为 9 ，点数为 6 ，刚好不满足 e ≤ 2n− 4 ，因此，由欧拉公式，它们不可能是平面图。

当然，为了我们后续的完整证明，应当采用更加本质的证明方法，即基于圈弦的证明方法。

4.2 基于圈弦的证明

它的证明思路如下：对于任意一个存在哈密顿回路的图 G ，实际上有一个简单的办法来判断这
个图是不是平面图，那就是取出这个图的哈密顿回路 P ，假设 G 存在平面嵌入，它的哈密顿回
路在平面上必然把平面分割成内部和外部，不妨设点的序列是 v1, v2, · · · , vn ，那么其它不在哈
密顿回路上的边（我们称为弦）要么完全在内部、要么完全在外部。

3 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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图 2: 如图所示，下面是 K5 和 K3,3 的演示，弦可以画在圈的外部或者内部

那么，不妨设两条弦 (xi, xj), (xk, xl) ，那么我们声明如果 i < k < j < l ，那么如果这两条弦被
同时画在内部或外部，它们必然会相交；这里不给出涉及拓扑的严格证明，但从直观理解仍然显
然，你可以用圆中弦和弧的对应来直观理解这个命题的正确性，即对于空间（也许是圈的内部或
外部）vi 到 vj 在圈上的路径和它们的连边又把这个空间分成了两个区域，其中 vk, vl 正是分别
处于这两个区域，因此它们的连边必然与某条边交叉。

v1

v2

v3v4

v5

K5

v1 v2

v3

v4v5

v6

K3,3

图 3: 如图所示，对点进行了标号，方便检验与直观理解，比如右图 (v2, v5) (v3, v6) 都被画在内
部，而且相交；而左图 (v2, v4) (v1, v4) 都被画在外部，且不相交

那么，显然，将弦看作点，得到一个新图；原图对应弦如果“必然会相交”，那就在新图对应的
顶点连边。

现在问题就转换成，能否把新图的所有顶点进行黑白染色，使得一条边不会连接两个同色点，那
么这是经典的二分图判定问题，我们可以容易地得到，对于 K5 和 K3,3 ，它们基于弦构建的
新图并不是二分图（包含一个长度为 5 的环和一个长度为 3 的环），也就证明了它们不是平面
图。

然后接下来我们定义一个图的细分为在图的边上加入若干顶点形成的图。那么，图的细分并不

4 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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会改变图是不是一个平面图，如果你画出了一个平面图，你把其中一条边变为长长的路径会改
变它能否画在一个平面上嘛？当然不会！

所以，图 G 是平面图当且仅当它的细分是平面图。

好那么，如果一个图 G 可以被画在平面上，而且包含一个 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

反证法：那么假设这个图 G 可以画在平面上，它的任意子图，显然也是可以画在平面上的，因
为直观来看，你只需要去掉一些顶点和边就可以得到它的任意子图了，你不需要改变画法也不
会引入相交。

因此 K5 或 K3,3 的细分是平面图，也就是说 K5 或 K3,3 是平面图，但是我们已经证明了，它们
不是平面图。

好的那么 G不是平面图，也就证明了 Kuratowski定理的必要性。接下来我们证明充分性。

5 连通性归约

数学家们证明反例不存在的时候，有时候会用一种类似耍流氓的做法：你配做我的反例嘛！

简单来说，如果一个反例能够归约为一个更小的反例，数学家们就声称可以被归约到更小的反
例是“不配做反例的”；然后嘛⋯⋯数学家们归约一下发现，没办法找到配做反例的了，然后就
证明没有反例。

这一般是很有效的，因为可能的图太多了，数学家们需要集中精力针对一小撮。

那么 Kuratowski定理的充分性整体上就是这样，我们假设存在这样一个反例 G（不包含 K5 或
K3,3 的细分，且不是平面图），我们声称，只有边数最少（在此基础上点数要最少）的 G 才配做
反例！边数更多的不配！

我们最终当然是希望证明 G 不存在，但这一节要证明这样的 G 一定是 3-连通的，即强行删掉
两个点 G 仍然连通。

5.1 不连通的情况

首先排除 G 不连通的情况，因为如果是这样，由于 G 是最小的反例，它的每个连通分量都是平
面图，那么把每个连通分量分开画出来不就相当于把 G 画在平面上了？所以 G 如果存在必然连
通。

G1 G2G3

图 4: 如图，把 G1, G2, G3 等连通分量分开画即可

5 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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5.2 1-连通的情况

接着排除 G 的点连通度为 1 的情况，因为 G 是 1 连通意味着有割点，任取一个割点 v ，然后
去掉这个割点，得到若干连通分量，再按原来的连边方式在每个连通分量加上这个割点，得到
G1, G2, · · · , Gc ，由于 G 是最小反例，且每个连通分量至少比原来少一条边，所以每个连通分
量都是平面图。

这里需要一个引理，我们可以证明，对于任意平面图的一种画法，对于原画法中的任何一个有界
面，存在另一种画法，使得该有界面在新画法中对应着无界面。

v7

v1 v2

v3

v4v5

v6

v1 v2

v7

v6

v5 v4

v3

图 5: 如图所示，v1 − v2 − v7 在左图是有界面，在右图是无界面

这是一个有关于球极投影的定理，我这里给出它的直观理解，简单来说，对于任意一个平面图 G

，它既然可以画在平面上，那么它就可以画在球面上，而球面上没有内部面和外部面之分。

然后如果我们想要一个有界面成为新图的无界面，我们就把它画在球面上的那个空白位置戳一
个洞，然后扯开铺平即可。

好那么对于我们的 G1, G2, · · · , Gc ，这意味着总是存在一种画法让 v 出现在外部面，那么我们
直接把它们的 v 像花瓣一样合在一起即可给出 G 的平面嵌入：

G1 G2

G3

v

图 6: 如图，确实很像花瓣

那么 G 如果存在则其点连通度至少为 2。

6 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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5.3 2-连通的情况

接着我们考虑点连通度为 2 的情况，这意味着 G 存在两个顶点的割集 {x, y} ，好的接下来我们
将 G 去掉这两个顶点 x, y 得到若干连通分支，然后再将这两个顶点粘合回去（继承原本 x, y 的
连边方式），得到连通分支 G1, G2, · · · , Gc 。

首先这每个连通分支单独来看，都是与原来的 x, y 都分别相连的，不然单独去掉 x, y 中的一个
它们就会分离出来，图就不是 2-连通的了，这意味着，我们得到的每个连通分支，边数都至少比
原来的 G 要少两条。

接下来我们执行粘合操作，先考虑 G1, G2 ，如果 x, y 原本在 G 中没有连边，让它们在 G1, G2

中先临时连边，否则不动，令这样操作后得到的连通图为 G+
1 , G

+
2 ，由于它们只是多了一条边，

还是比 G 边数少，由于 G 是最小反例，所以 G+
1 , G

+
2 仍然都是平面图。

这里有一个极其容易忽略的细节（包括我一开始的写作都忽略了）我们之前论证的完整逻辑
是：

1. 因为 G 不包含 K5 或 K3,3 的细分作为子图，所以 G1 也不包含 K5 或 K3,3 的细分作为子
图。

2. 如果 G1 不是平面图，那么由于 G1 不包含 K5 或 K3,3 的细分作为子图，它的边数小于 G

，它会是一个更小的反例。

但在这里 G+
1 确实更小，但有没有可能（当 x, y 原本没有连边时，因为加入了边）包含 K5 或

K3,3 的细分作为子图呢？不可能，证明考虑反证法，如果出现这种情况，那么这个细分子图一
定包含加入的这条边，那么由于 G2 是连通的，我们可以用 G2 上的 x, y 路径替换这个强行加入
的边，那么就可以证明 G 包含 K5 或 K3,3 的细分作为子图，矛盾。

因此 G+
1 不包含 K5 或 K3,3 的细分作为子图，同理 G+

2 也是，这样才能继续证明它们是平面
图。

那么由于之前的球面投影论证，它们都存在一个平面嵌入，可以把 x, y 连边放到外部面的边缘，
将其沿着 x, y 连边粘合，得到一个新图的平面嵌入。

G1

x y

G2

x y
x y

G2

G1

图 7: 如图所示，上面显示了一个典型的 G1 G2 粘合的场景，绿边是强行加入的边，由于 G+
1 和

G+
2 都是平面图，粘合是可行的

那么这个粘合后的结果由于是平面图，仍然可以把 x, y 的一条连边放到其外部面的边缘，如此，

7 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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便可以把所有连通块都粘合在一起，得到一个平面图。

G3 G2 G1

x

y

图 8: 如图显示了粘合之后仍然可以把 x− y 连边放到外部面的状态

此时，如果 G 中 x, y 本没有连边，去掉新图的 x, y 连边，否则不变。

由此可以得到 G 的一个平面嵌入，也就证明了 G 是平面图。

因此 G 的点连通度至少为 3。

好么，那么你可不可以说明 G 的点连通度不能是 3 呢？实际上是不行的，因为 K3,3 的点连通
度恰好就是 3，我们的目标其实是归约来证明 G 在收缩到极小（不能通过一些显然的变换变得
更小）时，要么是 K5 ，要么是 K3,3 ，所以，基于连通性的归约到此结束了。

当然，我们费劲归约到 3-连通图实际上并不是毫无作用的，我们很快就可以看到这点。

6 2-连通平面图的性质

我们要证明 2-连通平面图的任意一个面的边界一定是一个圈（也就是，它可以由一个不经过重
复的顶点和边回路遍历），为什么呢？因为对于非连通平面图和 1-连通图，这个性质不一定成
立。

f f
f

图 9: 如图分别展示了图不连通，有割边和割点的特例，满足此时面 f 的边界显然都不是圈

8 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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那么怎么证明呢？非常幸运的是，前人给了我们一个非常好用的工具，耳分解，它能够辅助我们
用组合结构直观理解拓扑细节。

6.1 耳分解引理必要性证明

实际上，我们有图 G 是 2-连通图当且仅当 G 有耳分解。

G 有耳分解的意思是，G 可以由一个圈开始，逐步添加耳（即两端是原有的图中不同的两个端
点，中间新增点和边的简单路径）得到。

图 10: 图示是一个图的耳分解，黑色边是初始的圈，红绿蓝色的边分别代表耳

这里出于需要我们只证明它的必要性，即 G 是 2-连通图，则必有耳分解。

这是因为，既然 G 是 2-连通的，它必然有一个简单回路 C （至少有 3 个顶点），我们取任意一
个回路（点和边不重复）上的顶点和边作为初始子图 G0 （显然它有耳分解，就是它自己，一个
圈），不断添加耳得到 G1, G2, · · · ，由于图是有限的，我们只需要证明：对于任意拥有耳分解的
真子图 H ⊂ G ，总可以添加耳。

因为 G 是连通的，而且 H 是真子图，所以一定存在一条边 e 连接 x 和 y ，或者使得 x ∈ H 且
y /∈ H ；或者使得两端都在 H 中，但边本身不在其中。

1. 如果 e 两端都在 H 中，但边本身不在其中，那么它本身就是一个合法的耳，直接加入即
可。

2. 否则，我们从 y 出发，在 G− {x} 中找到到达 H 上顶点的任意一条点不重复的路，这条
路一定存在，因为 G 是 2-连通图，所以 G−{x} 是连通图，此时，不妨假设到达了 z ∈ H

，由于 z ̸= x ，它一定是一个合法的耳，加入即可。

由于 G 有限，这个过程会在有限步停止，而我们又证明了，H ̸= G 的时候不会停止，那么停止
的时候 H = G ，也就构造了 G 的一个耳分解。

9 Author: wibyuan (2026) | License: CC BY-NC-SA 4.0
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6.2 利用耳分解导出回路性质

对于 2-连通平面图 G ，考虑从耳分解的归纳步骤开始，即给定了 G 的完整画法，然后在加入圈
和耳的时候，点和边由虚变实。

在加入初始的圈 C 时，平面被分为了两个部分，即 f1, f2 ，它们的边界都是 C 本身，因此是一
个点不重复的圈。

否则，当加入一只耳（即两端是原有的图中不同的两个端点，中间新增点和边的简单路径）的时
候，首先由于是平面图的画法，耳一定被画在同一个面 f 内，由归纳假设，它的边界是圈，设
为 C1 ，那么，这个耳一定会把 f 分成两部分，比如 f1, f2 ，其中每一部分都是 C1 上的一段弧
加上一段路径组成的，而由于耳分解中，在原有图的端点不同（这防止了拧成 8 字形，比如一
开始提到的 1-连通反例），且加入的路径是简单路径，合并必然会形成一个圈，即证明了 f1, f2

的边界都是圈（点不重复）。

f1

f2

图 11: 如图演示了在一个圈（黑色边）内加耳（蓝色边）的过程（其实也可以画为圈外，实质等
价），分成了两个部分

因此，我们就证明了对于 2-连通平面图 G 的任何一种画法，它的任何一个面的边界一定是一个
圈，即可以用一个点不重复的回路来遍历。

这个性质证明不难，但非常重要，因为 3-连通图去掉了一个点就是 2-连通图，这很大程度上就
是我们为什么要归约到 3-连通图。

7 收缩引理

先声明一下，这一部分我们不会涉及有关平面图，画法和交叉的知识，而是先证明一个对我们后
续归纳法至关重要的定理。

首先我们引入收缩操作，形式化而言，对于一个图 G 和其上的任意一条边 e ，我们定义 G · e 为
一个新图，如果 e 连接了两个顶点 {x, y} ，那么在新图中，这两个顶点将会被合并，而且，这两
个顶点的内部连边将会被去掉，从其他顶点连向这两个顶点的边将会连向这个新的顶点。
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v1

v5

v4 v3

v2

v1

v5 v2

v3/v4

图 12: 如图展示了对 K5 的一条边（v3 − v4）进行缩边操作的结果

那么既然缩边这个操作那么重要，那么对于一个 3-连通的图 G ，对其任意一条边 e ，缩边后得
到的图 G · e 是否仍然是 3-连通呢？这是错误的！一个典型的例子就是下面的轮图，如果对其中
心点连接的任意一条辐条边进行缩边，图便会由 3-连通变为 2-连通：

y

x

e

G

z

G · e

图 13: 如图，红色边 e 是左图中被缩的边，缩边原本的 x, y 合并成点 z，右图中，删掉 z 得到
一条链，注意 z 与其邻居形成了重边

这就是为什么我们要大费周章并谨慎地证明下面这个更弱但够用的结论。即，对于一个顶点数
n ≥ 5 的 3-连通图 G ，一定存在一条边 e ，使得缩边后的结果 G · e 是 3-连通图。

我们采用反证法论证这个命题的正确性。

这里之所以强制让顶点数不小于 5，是为了让图 3-连通这个条件，严格等价于存在一个删去三
个顶点的方法使得图出现至少两个连通分支，后续我们将不再强调点数的作用，但这里特此说
明。

7.1 反证分析

假设这个命题是错的，那么一定存在一个 3-连通图 G ，满足对于任意 e ∈ G 都有 G · e 不是
3-连通的。

好的，我们考虑对于一个图 G ，对 e 进行缩边后，G · e 存在两个顶点的点割集 {u, z} 使得图不
连通，我们断言一定有一个顶点是新出现的合并点，这是因为如果 u, z 都是原有的点，那么我
们直接把缩边操作撤回，再删去点，连通分量的个数是不变的（具体而言，可以证明 e 的两端由
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于互相可达，它们到达的点并不会因此发生改变）；这就意味着 {u, z} 也可以成为原图 G 的点
割集，矛盾。

因此不妨设 u 是新出现的合并点，它合并了原图 G 中的 x, y 两个顶点（e 的两个端点是 x, y ），
那么就有 {x, y, z} 是原图 G 的点割集了。

好的，那么我们的意思是，如果这样的图 G 存在，那么对于 G 的任意一条边 e 的两个端点 x, y

，总存在一个顶点 z 使得删掉 x, y, z 之后图不连通，就好像每条边都有一个伴侣。

7.2 寻找最大的更大

那么不妨对于 G 上的满足条件的 e, z ，定义这种选取的价值为删去 e 的两个端点 x, y 和顶点 z

后形成的若干连通分量中最大的连通分量的大小。

既然选取方案数量有限，那么我们找到价值最大的一种方案，不妨设为 e, z ，其中 e 的端点为
x, y ，那么删去 x, y, z 三个顶点后会形成至少两个连通分量，不妨设最大的为 G1 ，从剩下的连
通分量任取一个为 G2 。

那么由于图是 3-连通的，所以 x, y, z 必然和 G1, G2 各自都有连边。

G1 G2

x

y

z

e

图 14: 如图所示，其中 e 是连接 x, y 的边，x, y, z 分别和 G1 G2 各有至少一条连边

那么，任取 z 在 G2 的一个邻居 u ，由于 z, u 是 G 上一条边的两个端点，由反证假设，必存在
顶点 v 使得 G 删去 {z, u, v} 不连通。

那么我们考察这次选取的价值，即删去 {z, u, v} 之后连通分量最大的是多少。

7.3 证明更大并导出矛盾

如果我们能证明 G 删去 {z, u, v} 之后 G1 的所有顶点的导出子图仍然连通，那么我们就可能证
明这次选取的价值更大。

具体而言，设 H = G1 ∪ {x, y} ，它的导出子图在 G 中一定连通，注意到 z, u 一定都不属于 H

，而 v 的情况不确定。

首先如果 v /∈ H 那么 H 内的顶点的导出子图连通性保持，且比 G1 多两个顶点，那显然 {z, u, v}
价值更大。
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如果 v ∈ H 且删去 v 仍然使得 H 内的其它顶点的导出子图连通，那么 H − {v} 仍然比 G1 多
一个顶点，{z, u, v} 价值仍然更大。

显然 v = x 或 v = y 不会影响 H 的导出子图的连通性，考虑 v ∈ G1 会不会影响。

G1 G2

x

y

z
v u

e

图 15: 如图所示，如果 v 属于 G1，会不会影响 H 内导出子图的连通性呢？

先删去 v ，假设 H 的导出子图因为 v 被删掉分割成了多个连通分量，由于 x, y 之间的直连边
不受影响，它们必然在同一个连通分支，既然 H − {v} 的导出子图不连通，考虑取出 H − {v}
中不和 x, y 在同一个连通分量的分量 H1 ，显然为了让 v 不是 G 的割点（否则会破坏 3-连通
性），必须让 H1 与 z 相连，但即使如此，删去 z 之后，H1 也会形成一个单独的连通分量，也
就是 G− {z, v} 不连通，这同样与 G 的 3-连通性矛盾。

G1 G2

x

y

z

v
u

e

G2

u

x

y

z
H1

v

e

图 16: 如图所示，可以直观地看到，如果删去 v 使得 H 所在的导出子图不再连通，一定会存在
连通分量 H1，它可以证明删去 v, z 之后整个子图是不连通的，这破坏了 G 的 3-连通性

因此不论如何，删去 {z, u, v} 总是会使得剩余的连通分支包含 H 的大部分，即使 v ∈ H ，仍
然存在连通分支至少比 G1 要大一。即证明了对于任意边点选取，总存在价值严格更大的边点选
取，这是完全不可能的，因为对于有限图，边点选取的总数是有限的。

因此，只剩下一种可能，那就是反证法假设的基础，存在一个 3-连通图 G，满足对于任意 e ∈ G

都有 G · e 不是 3-连通的，这一命题是不成立的。

因此我们就证明了，对于一个顶点数 n ≥ 5 的 3-连通图 G ，一定存在一条边 e ，使得缩边后的
结果 G · e 是 3-连通图。

那么你可能会感觉这一部分好像和平面图一点关系也没有啊，是这样的，之所以扯了这一节完
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全是为了证明收缩引理，接下来我们还要证明一个收缩性质，这次，和平面图沾了一点边。

8 收缩的性质

这个性质不依赖 G 的 3-连通性。

收缩操作有一个特殊的性质，那就是，如果一个图 G 不含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图；那么
G · e 一定不含 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

那么，这等价于证明，如果 G · e含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图，那么 G一定含有 K5 或 K3,3

的细分作为子图。

不妨设 G · e 将原本 G 中的 x, y 两个顶点收缩成了顶点 z 。

首先如果 z 不属于某个 G · e 的 K5 或 K3,3 的细分子图，那么显然，这个子图在 G 中原样存在，
那么 G 含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

其次 z 属于某个 G · e 的 K5 或 K3,3 的细分子图，且在这个细分子图内度数为 2（也就是细分
路径上的一个顶点），那么显然，这个细分子图在 G 中也是 K5 或 K3,3 的细分，只不过某条路
径拉长了一点，那么 G 仍然含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

z

G · e

x

y

G

图 17: 如图是 K5 上，z 是子图上度数为 2 的点，其中蓝色线代表路径，黑色线代表边，显然，
收缩后存在 K5 细分，收缩前仍然存在，只不过某条路径更长一点

剩下的情况是，z 属于某个 G ·e的 K5 或 K3,3 的细分子图，且在这个细分子图内度数为 3（K3,3

上的分支顶点）或 4（K5 上的分支顶点）。

8.1 收缩后度数为 3

那么 z 度数（在 G · e 的细分子图上，后同）为 3，是 K3,3 上的分支顶点，考虑原图 x, y 的情
况，不妨设 x 的度数不大于 y ，那么有两种情况：

1. x 在忽略到 y 的连边后，向其它地方延伸出 0 条边；y 在忽略到 x 的连边后，向其它地方延
伸出 3 条边，此时直接把 y 当作 z 即可，G 中存在 K3,3 的细分。
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z

G · e

y

x

G

图 18: 如图是 K3,3 的情况，左图是细分之后，右图是未细分，蓝色是路径，黑色是边，如果 x

可以作为叶子，不管即可，此时 G 中有 K3,3 的细分

2. x 在忽略到 y 的连边后，向其它地方延伸出 1 条边；y 在忽略到 x 的连边后，向其它地方
延伸出 2 条边，此时直接把 y 当作 z ，且 x 当作 y 延伸的 3 条路径中的其中一条路径上的细
分。

z

G · e

y

x

G

图 19: 如图是 K3,3 的情况，左图是细分之后，右图是未细分，蓝色是路径，黑色是边，如果 x

不是叶子，度数较小的点仍然只够做路径上的分支，此时 G 中有 K3,3 的细分

因此这两种情况都可以让 G 中存在一个 K3,3 的细分。

8.2 收缩后度数为 4

那么 z 度数（在 G · e 的细分子图上，后同）为 4，K5 上的分支顶点，考虑原图 x, y 的情况，不
妨设 x 的度数不大于 y ，那么有三种情况：

1. x 在忽略到 y 的连边后，向其它地方延伸出 0 条边；y 在忽略到 x 的连边后，向其它地方延
伸出 4 条边，此时直接把 y 当作 z 即可，G 中存在 K5 的细分。
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z

G · e

y

x

G

图 20: 如图是 K5 的情况，左图是细分之后，右图是未细分，蓝色是路径，黑色是边，如果 x 可
以作为叶子，不管即可，此时 G 中有 K5 的细分

2. x 在忽略到 y 的连边后，向其它地方延伸出 1 条边；y 在忽略到 x 的连边后，向其它地方延
伸出 3 条边，此时直接把 y 当作 z ，且 x 当作 y 延伸的 4 条路径中的其中一条路径上的细分，
G 中存在 K5 的细分。

z

G · e

y

x

G

图 21: 如图是 K5 的情况，左图是细分之后，右图是未细分，蓝色是路径，黑色是边，如果 x 仍
然只够做路径上的分支，此时 G 中有 K5 的细分

3. x 在忽略到 y 的连边后，向其它地方延伸出 2 条边；y 在忽略到 x 的连边后，向其它地方延
伸出 2 条边，此时考虑原本 K5 中 z 连向的四个分支顶点 w1, w2, w3, w4 ，不妨设 x 连向 w1, w2

而 y 连向 w3, w4 ，考虑令左部点为 {x,w3, w4} ，右部点为 {y, w1, w2} ，构成 K3,3 的路径中，
与 x, y 有关的由题设保证，而 w1, w2, w3, w4 内部路径的存在性由 G · e 中存在 K5 的子图保证，
故 G 中存在 K3,3 的细分。
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z

w1

w2w3

w4

G · e

w1

w2w3

w4

y x

G

图 22: 如图是 K5 的情况，左图是细分之后，右图是未细分，蓝色和绿色是路径，黑色是边，如
果 x 仍然只够做路径上的分支，此时 G 中有 K3,3 的细分（只考虑绿色路径和黑色边）

因此这三种情况都可以让 G 中存在一个 K5 或 K3,3 的细分。

因此我们分了 4 类 8 种情况，图的细分一定落在这些情况之中，而它们每一种都说明如果 G · e
含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图，那么 G 一定含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

因此我们就说明了如果一个图 G 不含有 K5 或 K3,3 的细分作为子图；那么 G · e 一定不含 K5

或 K3,3 的细分作为子图。

那么我们接下来可以归纳证明充分性了。

9 充分性证明

还记得我们一开始要找的最小反例图 G 嘛？首先它显然是简单图。

我们在连通性归约部分证明了它一定是 3-连通的。

接下来我们说明它的顶点数必须不小于 5。

这是因为 K4 ，作为唯一一个小于 5 个顶点的 3-连通简单图（因为点连通度不会大于度数最小
的顶点的度数），它存在平面嵌入：

图 23: 如图，这是 K4 的平面嵌入
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那么对于 G，既然它是点数不小于 5的 3-连通图，我们在收缩引理部分证明了 G总存在一条边
e 可以帮助它收缩得到一个 3-连通图 G · e ，在收缩性质部分证明了收缩得到的 3-连通图 G · e
不包含 K5 或 K3,3 的细分作为子图。

因此，由于 G 是最小反例图，我们可以得出 G · e 是平面图，也就是它存在一个平面嵌入。

那么，我们最后要证明的就是，如果 G 没有引入 K5 或 K3,3 的细分作为子图，G 就是平面
图。

那么怎么证明呢？不妨设 G · e 把原图的 x, y 两个顶点收缩成 z ，那么：

把 3-连通图 G · e 画在平面上，然后从中挖去 z ，得到 G · e− {z} 的平面嵌入，注意，正是由
于 G · e 是 3-连通的，G · e− {z} 是 2-连通的，也就是它不存在割点。

此时 z 的原本位置一定在 G · e−{z} 的一个面 f 上，我们考虑 f 的边界，我们断言，正是由于
G · e−{z} 是 2-连通的，由于我们之前的推导，边界必定形成一个圈，也就是边界上的点和边形
成的图，可以由一个简单回路点边不重复地遍历边界上的所有点和边。

那么我们就把这个回路找出来，不妨设为 C = {v1, v2, · · · , vn} ，它由不同的顶点顺次连接而成，
我们知道 z 可以连接这些顶点，这个过程当然可以无交叉（就是 G · e 的画法嘛），但，对于原
本的 x, y ，这个过程可能就会引入交叉了。

v1

v2v3

z

G · e

v1

v2v3

x y

G

图 24: 该图直观展示了 K5（右）经过一次收缩操作把 x− y 收缩为 z 之后，变成了平面图（左，
去掉重边等价于 K4）

其中，我们可以观察到一些十分明显的可能情况。

9.1 拥有不小于 3 个公共邻居

不妨假设 x, y 在 C 上拥有不小于 3 个公共邻居，其中的三个是 {u, v, w} ，由于这三个顶点在
回路 C 上，这个回路本身就是 u, v, w 互相可达的边不重复的路径（即提供了 u → v → w → u

），然后 x, y 都与其它定点分别有连边，因此，这意味着 G 有一个 K5 的细分作为子图。
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v2v3

z

G · e

v1

v2v3

x y

G

图 25: 如图，蓝色线代表路径黑色线代表边，可以看到蓝色线（环路）其实已经让 u, v, w 三个
顶点两两连边了，因此引入 K5 也是非常自然的

那么由于 G 是最小反例，它不可能拥有一个 K5 的细分作为子图，所以 x, y 在 C 上拥有的公
共邻居个数不大于 2。

9.2 拥有严格交替出现的邻居

假设 x, y 拥有严格交替出现的邻居，即 x 拥有邻居 u1, u2 ，y 拥有邻居 v1, v2 ，且在回路上出
现的次序是 u1, v1, u2, v2 ，那么既然这个回路提供了 u1 → v1 → u2 → v2 → u1 的路径（理解为
4 个顶点的环），然后 x, y 都分别有连边，因此，设左部点为 {x, v1, v2} ，右部点为 {y, u1, u2} ，
它们构成了一个 K3,3 的细分。

u1v2

u2 v1

z

G · e

u1v2

u2 v1

x y

G

图 26: 如图，蓝色线代表路径黑色线代表边，可以看到蓝色线（环路）其实已经引入了 4 个顶
点的偶环，再加上 x, y 自然形成了 K3,3 的细分子图

那么由于 G 是最小反例，它不可能拥有一个 K3,3 的细分作为子图，所以 x, y 在 C 上不会拥有
严格交替的邻居。
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9.3 最后的准备

我们尝试证明对于剩余的情况，总能导出 G 的一个平面嵌入。

首先我们断言 x在 C 上至少有两个邻居，这是好证明的，因为 G是 3-连通图，所以 x至少要连
向 3个不同的顶点，除去连向 y 的还有两个都连在 C 上；同理 y 在 C 上也至少两个邻居。

首先容易理解，只要导出了 C ∪ {x, y} 的平面嵌入，同时保持 C 在原位，那么我们就可以导出
整个图 G 的一个平面嵌入。

好的那么能否导出 C ∪ {x, y} 的平面嵌入呢？又到了我们最喜欢的圈圈环节了！为了方便我们
定义一下吧！

啊，好！对于 C 我们任意指定一个遍历方向（比如顺时针），访问顺序是 v1 → v2 → v3 → · · · →
vn → v1 → · · · ，对于 C 上的任意两个不同的顶点 u, v ，我们定义 u 从顺时针遍历 C 直到访问
到 v 的路径（包含点和边）为 u 到 v 的闭弧，记作 [u, v] ；定义闭弧去掉 u, v 端点为开弧 (u, v)

（可能不包含任何顶点），类似地，可以定义左开右闭弧和左闭右开弧，后面也会叫成区间，但它
的本质是弧。

值得注意的是 [u, v] 和 [v, u] 只有端点重合；[u, v] 和 (v, u) 互补。

9.4 弱区间引理

弱区间引理的表述是，对于任意 x 在 C 上的两个邻居 x1, x2 ，或者使得全体 y 在 C 上的邻居
都在 [x1, x2] 上；或者使得全体 y 在 C 上的邻居都在 [x2, x1] 上。

这是因为，假设它不成立，那么对于任意 x1, x2 ，取 y1 ∈ (x1, x2) （否则所有点都属于 [x2, x1]

）和 y2 ∈ (x2, x1) （否则所有点都属于 [x1, x2] ），那么 x1, y1, x2, y2 构成 C 上交错序列，会导
出 K3,3 ，矛盾。

x1 x2

y1

y2

x y

图 27: 如图是弱区间引理的情况，蓝色和红色代表路径，黑色线代表边，绿色代表由反证假设出
现的虚拟点边；如果假设弱区间引理不成立，红色路径标注了如何形成严格的交叉，由于我们之
前已经告诉了这种交叉如何导出 K3,3，这里不再说明
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9.5 强区间引理

强区间引理的表述是，存在 x 在 C 上的两个邻居 x1, x2 ，满足 x1 的顺时针下一个满足是 x 的
邻居的第一个顶点就是 x2，使得全体 y 在 C 上的邻居都在 [x1, x2] 上。

这是因为，由弱区间引理，存在 [x1, x2] 使得全体 y 在 C 上的邻居都在 [x1, x2] 上，我们取包含
边数最少的 [x1, x2] ；如果 x 只有两个邻居，命题显然成立。如果 x1 的顺时针下一个满足是 x

的邻居的第一个顶点就是 x2 ，命题也显然成立。

否则，不妨设 x1 的顺时针下一个满足是 x 的邻居的第一个顶点是 x3 ，此时 x2 ≠ x3 ：

1. 如果 [x1, x3) 没有任何 y 的相邻顶点，那么 [x3, x2] 是边数严格更少的满足条件的区间，与上
一层（选取最少边）的反证假设矛盾。2. 如果 (x3, x2] 没有任何 y 的相邻顶点，那么 [x1, x3] 是
边数严格更少的满足条件的区间，与上一层（选取最少边）的反证假设矛盾。

因此，我们证实了 [x1, x3) 中和 (x3, x2] 中都必然有 x 的相邻顶点，继续讨论：

1. 如果 (x1, x3) 中有任何 y 的相邻顶点，那么取 y1 ∈ (x1, x3), y2 ∈ (x3, x2] ，则 x1, y1, x3, y2 交
错，由于前面的推导，这会导出 K3,3 的细分子图，与外层反证假设（G不包含这种细分子图）矛
盾。2. 如果 (x3, x2)中有任何 y 的相邻顶点，那么取 y1 ∈ [x1, x3), y2 ∈ (x3, x2)，则 y1, x3, y2, x2

交错，由于前面的推导，这会导出 K3,3 的细分子图，与外层反证假设（G 不包含这种细分子图）
矛盾。

x1 x2

x3

y1

y2

x y

(a) y1 ∈ (x1, x3), y2 ∈ (x3, x2]

x1 x2

x3

y1

y2

x y

(b) y1 ∈ [x1, x3), y2 ∈ (x3, x2)

图 28: 如图，蓝色和红色代表路径，黑色代表边，绿色代表由反证假设出现的虚拟点边；橙色代
表由当前分类出现的虚拟点边，其中，橙色点与 x1 或 x2 的交叠的意思是它在 [x1, x3) 的左闭
右开弧或 (x3, x2] 的左开右闭弧，即可能交叠；导致的交叉由红色路径标出

因此，我们证实了 x1, x2 都必然与 y 相邻，且 (x1, x3) ∪ (x3, x2) 中无顶点与 y 相邻，继续讨
论：

如果 x3 也与 y 相邻，那么 x1, x2, x3 这三个顶点既与 x 相邻又与 y 相邻，由于前面的推导，这
会导出 K5 的细分子图，与外层反证假设（G 不包含这种细分子图）矛盾。
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x1 x2

x3

= y1 = y2

= y3

x y

图 29: 如图，蓝色和红色代表路径，黑色代表边，绿色代表由反证假设出现的虚拟点边；橙色代
表由当前分类出现的虚拟点边，应当容易看出该分类会导出 K5

因此，我们证实了 x1, x2 都必然与 y 相邻，且 (x1, x2) 中无顶点与 y 相邻，因此，y 只有两个
邻居在 C 上，即 x1, x2 ，不妨设 y1 = x1, y2 = x2 用来显示身份，因此显然 y 的所有顶点也属
于 [x2, x1] ，继续讨论：

此时如果存在 x 的邻居 x4 满足 x4 ∈ (x2, x1) ，则 y1, x4, y2, x3 交错，由于前面的推导，这会导
出 K3,3 的细分子图，与外层反证假设（G 不包含这种细分子图）矛盾。

x4

x1

x3

x2

= y1 = y2

x y

图 30: 如图，蓝色和红色代表路径，黑色代表边，绿色代表由反证假设出现的虚拟点边；橙色代
表由当前分类出现的虚拟点边；导致的交叉由红色路径标出，应当容易看出这导出了 K3,3

否则，x2 的顺时针下一个满足是 x 的邻居的第一个顶点就是 x1，与中层反证假设（强区间引理
不成立）矛盾。

因此，在假设存在边数最少满足条件的 [x1, x2] 的前提下，不论哪种情况都会导出矛盾，即第一
层假设（存在最小边的选取）不成立，即不存在一个选取的边数是最小的。

但是由于满足条件的区间总数有限，且弱区间引理保证了满足条件的区间数目不为 0，又一定会
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存在至少一个边数最小的区间。

因此中层假设（强区间引理不成立）不成立，即强区间引理成立。

9.6 最终证明

强区间引理的证明其实标志着非平凡部分的结束，剩下的部分极其简单。

由强区间引理，一定存在 x 的两个邻居 x1, x2 ，使得 x 没有邻居属于 (x1, x2) 且 y 的全部 C 上
的邻居属于 [x1, x2] 。

那么我们先随意摆放 x ，然后将它与 C 上的所有邻居连边，此时仍然是合法的平面嵌入，也
就是说，x 和 x1 的连边，x 和 x2 的连边与 [x1, x2] 这段弧会构成一个完整的面，不妨设为 f1

。

那么将 y 放入这个 f1 内部，可以发现，由于 y 的全部 C 上的邻居属于 [x1, x2] ，y 的全体邻居
都在 f1 的边界上，此时，容易连边使得边不相交。

x1

x2

x

y

图 31: 如图所示，强区间引理保证了我们可以先画出 x，然后把 y 画在 x− x1 − x2 面上，从而
给出合适的平面嵌入

由此我们给出了 C ∪{x, y} 导出子图的平面嵌入，而其它部分只需要继承 G · e 的平面嵌入即可，
因此，可以给出 G 的平面嵌入，即 G 是平面图。

但这与 G 是最小反例矛盾。

因此 G 存在的假设不成立。

因此，不存在一个最小的非平面图，满足它不包含 K5 或 K3,3 的细分子图。

因此，Kuratowski 定理的充分性成立。

又因为我们已经证明了 Kuratowski 定理的必要性。
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Kuratowski 定理成立。

10 尾声与吐槽

所以说写到这里，我觉得你一定会明白为什么我会说我作为反面教材引用的那篇文章是一篇具
有误导性的教程。

具体而言，那篇文章的原文有如下表述“然后再删除 z 的邻居，直到删到图为可平面化为止，这
时候得到一个包含 z 的区域”，这是非常不可原谅的错误，如果再删去邻居，图的 3-连通性会被
破坏。

那篇文章的原文“因为图 G 是三通的，所以 G 缩边 Contraction 之后还是三通的”我看到这
段话简直被气笑了，我用了 2000 多字严格证明，4 张图辅助理解的极其非平凡的引理，就被一
笔带过。这个命题是极其不平凡的，而他的表述也是错误的，如果随意删边，3-连通性可能被破
坏。

当然，其中还存在着位置漂移，充分性证明缺失等随意之处，不好判定是严重的逻辑硬伤还是作
者用词不严谨导致的，我就不说了。

那篇文章的作者如果能够把自己引用权威背书时的详细程度拿出十分之一来用到他自己证明的
严谨性上，也就不会有我这篇文章了。

不论如何，其实证明这个玩意是一件挺欢乐的事情，后续的许多更加优美的平面图有关的算法，
很多时候也是基于类似的对平面嵌入的深刻理解展开的。

希望我的证明足够严谨，图解足够清晰，希望这篇文章对你有用，谢谢。

参考：
[1] 某篇具有误导性的文章：https://blog.csdn.net/m0_66201040/article/details/123440250
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